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Theorie der Trennschaukel

Von B. L. vax pDER WAERDEN *

(Z. Naturforschg. 12 a, 583—598 [1957] ; eingegangen am 10. Mirz 1957)

Die Trennschaukel ist ein Apparat zur Messung von Thermodiffusionskonstanten. In der
vorliegenden Arbeit werden die systematischen Fehler der Messung theoretisch berechnet.

Die von Crusius! beschriebene Trennschaukel ist
ein Apparat zur Messung von Thermodiffusions-
konstanten. Er besteht aus mehreren in Serie ge-
schalteten Trennrohren und einer Pumpe, die durch
ein Schwungrad angetrieben wird (Abb. 1). Der
Raum unter dem Kolben ist durch eine Kapillare
mit dem unteren (kalten) Ende des ersten Trenn-
rohres verbunden, dessen oberes Ende durch eine
Kapillare mit dem unteren Ende des zweiten Rohres,
etc. Durch die hin und her gehende Bewegung des
Gases in den Kapillaren gleichen sich die Konzen-
trationen der Komponenten des Gasgemisches oben
in Rohr Nr. & und unten in Rohr Nr. (k+1) ein-
ander an. Die Trennfaktoren der einzelnen Trenn-
rohre werden im Endeffekt miteinander multipli-
ziert, wodurch die Genauigkeit der Messung im Ver-
gleich zu einem einzelnen Trennrohr erhoht wird.

Wiirde man (nach geniigend langer Pumpzeit)
vollkommene Gleichheit der Konzentrationen an den
beiden Enden einer jeden Kapillare und vollkom-
menes Thermodiffusionsgleichgewicht in jeder ein-
zelnen Rohre annehmen, so wére die Rechnung sehr
einfach. Es treten aber drei Komplikationen ein:

1. Bei endlicher Pumpzeit ist die Gleichheit der
Konzentrationen an den Enden der Kapillaren noch
nicht erreicht.

2. Pumpt man sehr langsam, so tritt Riickdiffu-
sion in den Kapillaren ein.

3. Pumpt man schnell, so stéren die hin und her
geschobenen Gasmassen das Thermodiffusionsgleich-
gewicht in den Rohren.

Diese drei Effekte sollen jetzt berechnet werden.

Bevor wir dazu iibergehen, miissen wir zunichst
die Bewegung der Gasmassen ohne Riicksicht auf
die Zusammensetzung untersuchen. Bei schnellem
Pumpen treten Druckunterschiede auf, die zur Folge
haben, daB die durch die Kapillaren geschobenen
Gasmengen in den mittleren Kapillaren kleiner blei-
ben als in den #uBeren. Bei der Berechnung der

* Ziirich, Schweiz, Bionstrae 18.
1 K. Crusius u. M. Huser, Z. Naturforschg. 10 a, 230 [1955].

Effekte 1, 2 und 3 mochten wir aber die pro Kol-
benhub durchgeschobenen Gasmengen in allen Ka-
pillaren gleich grofl annehmen. Es fragt sich also:
Wie schnell kann man pumpen, ohne daf} die ver-
schobenen Mengen in den mittleren Kapillaren be-
trachtlich kleiner werden? Diese Frage soll in Ab-
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Abb. 1.

schnitt I beantwortet werden. Die Rechnung braucht
nicht sehr genau zu sein; eine ungefidhre Schitzung
der Abnahme der Amplitude in den mittleren Ka-
pillaren geniigt.

In Abschnitt II wird die Anreicherung der Kom-
ponenten in ihrer Abhéangigkeit von der Zeit unter-
sucht. Die Storeffekte 2 und 3 werden hier noch
nicht beriicksichtigt, sondern in den einzelnen Roh-
ren wird dauerndes Thermodiffusionsgleichgewicht
angenommen und die Riickdiffusion in den Kapilla-
ren wird vernachlassigt.

In den Abschnitten I und II handelt es sich noch
um ein reines Transportproblem, das in I fiir das
gesamte Gas und in II fir die einzelnen Kompo-
nenten untersucht wird. Auch in II geniigt eine
grobe Naherung, da man die Halbwertszeiten nur
ungefidhr zu kennen braucht, um zu beurteilen, wie
lange man mindestens pumpen muB.

In III werden Transport und Diffusion miteinan-
der kombiniert. Die Gleichungen werden so aufge-
stellt, daB sie sowohl fiir die Rohre als auch fiir
die Kapillare gelten.
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Auf dieser Grundlage wird in IV die Rickdiffu-
sion in den Kapillaren untersucht. Es ergibt sich ein
einfacher Ausdruck fir den genauen Fehler, den
man macht, wenn man bei der Auswertung die
Riickdiffusion nicht beriicksichtigt.

In Abschnitt V wird die Verzogerung der An-
reicherung berechnet, die davon herriihrt, da} das
Diffusionsgleichgewicht in den Rohren nicht augen-
blicklich hergestellt wird.

In Abschnitt VI wird die dritte Storung unter-
sucht, die davon herriihrt, daf} bei jedem Hub das
Gas in den Rohren hin und her geschoben wird,
wodurch das Thermodiffusionsgleichgewicht jedes-
mal gestort wird. Man erhélt eine Integrodifferen-
tialgleichung, die durch sukzessive Naherungen mit
der erforderlichen Genauigkeit gelost wird. Es zeigt
sich, dal durch die hier untersuchte Stérung die
gemessene Konzentrationsdifferenz um einen Faktor
1+ p vergroBert wird, wobei p bis 0,031 ansteigen
kann. Man kann diese Stérung dazu benutzen, die
Anreicherung zu beschleunigen, indem man die
Pumpenfrequenz gerade so wihlt, dal der Stor-
effekt maximal wird. Mit dieser Pumpirequenz
pumpt man so lange, bis die Konzentrationsdiffe-
renz etwa 3% unter dem Endwert liegt; dazu sind
etwa 5 Halbwertszeiten notig, weil g5=0,031 ist.
Sodann setzt man die Frequenz herab und pumpt
noch 1 bis 2 Halbwertszeiten weiter, um eine etwa
verbleibende Abweichung vom Endwert ein- oder
zweimal zu halbieren. Die herabgesetzte Frequenz
kann man etwa so wihlen, daf} die entgegengesetz-
ten Storeffekte von Riickdiffusion und Gasbewegung
sich gerade kompensieren.

Es fragt sich, ob es nicht auller den drei hier
untersuchten Storeffekten einen vierten gibt, ndm-
lich die Wirbelbewegung in den Rohren, die durch
den Gasstrahl verursacht wird, der aus den Kapil-
laren eingeblasen wird.

Wenn diese Wirbelbewegung sich auf das obere
oder untere Drittel der Rohre beschrankt, wo die
Temperatur konstant ist, so ist sie harmlos, denn
bei konstanter Temperatur fallt das Diffusionsgleich-
gewicht mit dem Konvektionsgleichgewicht zusam-
men. Gefdhrlich wird die Wirbelbewegung erst,
wenn sie in den mittleren Teil des Rohres eindringt
und dort betrachtliche Abweichungen vom Thermo-
diffusionsgleichgewicht hervorruft.

Ich glaube nicht, dal} diese Stérung sehr stark
ins Gewicht fillt. Im mittleren Teil des Rohres ist
das Gas nimlich in einem stabilen Gleichgewicht:
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die schwereren Schichten liegen unten, die leichteren
oben. Wenn eine Gasmenge aus einer schwereren
Schicht aufsteigt, wird sie sofort durch die Schwer-
kraft wieder zuriickgezogen. An den Oberflichen,
wo der mittlere Teil an den oberen und unteren Teil
angrenzt, kann es wohl Oberflichenwellen geben,
aber die Wirbelbewegung wird nicht sehr tief ein-
dringen.

Eine quantitative Abschdtzung der durch die Wir-
belbewegung verursachten Storung ist vermutlich
nicht leicht. Man kann aber durch langsames Pum-
pen diese Storung stark reduzieren. Pumpt man
langsamer, so wird erstens die Wirbelbewegung
weniger intensiv, zweitens hat dann am Ende eines
jeden Hubes die Thermodiffusion Zeit, das Gleich-
gewicht wieder herzustellen. Zwar wird dann auch
die Riickdiffusion grofler, aber diesen Effekt kann
man genau berechnen.

I. Druck und Bewegung der Gasmassen

Zur Zeit t=0 stehe der Kolben in der Mittellage
und das ganze Gas sei im Gleichgewicht. Das Volu-
men unter dem Kolben sei V', das iiber ihm eben-
falls 7’, der Druck P. Jetzt setzt man die Pumpe
in Bewegung, und zwar so, dal nach einer kurzen
Ubergangszeit der Ausschlag durch eine reine Co-
sinuskurve gegeben wird. Zur Zeit ¢ sei das Volu-
men unter dem Kolben V' —a cos @ ¢, das iiber dem
Kolben V' +acoswt.

Das Gasvolumen in jedem Trennrohr sei V. Gas-
mengen werden immer in Volumeneinheiten beim
Druck P, gemessen. In diesem Sinne sei wy die Gas-
menge, die zur Zeit ¢ von Trennrohr Nr. % in Nr.
(k+1) ubergetreten ist.

Ich vergleiche alle Drucke mit dem Gleichgewichts-
druck P,, setze also

P =Py (1 + pi) in Trennrohr Nr. k.
Die Gasmenge in einem gegebenen Volumen V' ist

proportional zum Druck, kann also durch V' (1 + p;)
dargestellt werden.

V+wg_ 1 —wr=V(1+px). (1)

Fiir den Raum unter und iiber dem Kolben erhalt
man ebenso

V' —wy= (V' —acoswt) (1+py) , (2)
V'+w,,=(V'+acoswt) (I+pns1) - (3)

Die pro Hub durchgepumpte Menge 2 a ist klein
gegen V. Da p, und p, .1 ebenfalls klein sind, kon-
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nen die Produkte a p, und a p, . rechts in (2) und
(3) vernachlidssigt werden. Mit dieser Vernachlas-
sigung erhilt man aus (1), (2), (3)

wp_1—wr=V px, (4)
—wy+acoswt=V"p,, (5)
wyp—acoswt=Vp,.q. (6)

Wir setzen V' =¢'V und fithren V py=y; als
neue Veridnderliche ein. Dann vereinfachen die Glei-

chungen sich zu
Wi -1 — W =Yk (k=1329'-'sn)a (7)
—wy+acoswt=ey,, (8)
wp—acoswt=e Yp.1. - (9)
Die Menge, die pro Zeiteinheit durch die Kapil-

lare von k nach k+1 flieBt, ist dem Druckunter-
schied proportional. Das ergibt

wi=c Py(px— pr+1)
(10)
(11)

we=b(Yr—Yr+1)
b: (C/V).POS

oder
mit
wobei ¢ aus dem Gesetz von PorseviLLe zu berech-
nen oder experimentell zu bestimmen ist. Der ein-
fachen Rechnung halber und weil es auf grofle
Genauigkeit hier nicht ankommt, nehmen wir an,
daB die Kapillaren, die von der Pumpe zum ersten
und letzten Trennrohr fithren, den gleichen Rei-
bungswiderstand haben wie die iibrigen Kapillaren.

Durch (7), (8), (9), (10) sind die Gleichungen
unseres Problems gegeben. Um die Rechnung zu
vereinfachen, behandeln wir nur die Extremfille
¢ =0 und e =1. Nachher werden wir zwischen
diesen Extremfillen linear interpolieren, was fiir
eine ungefdhre Rechnung véllig geniigt.

Im Fall ¢ =0 (Vernachldssigung des Volumens
V’ iiber und unter dem Kolben) vereinfachen (8)
und (9) sich zu

wy=acoswt,

(12)

Wy, =acosmwt.

Im Fall ¢ =1 kann man die Rdume unter und
iiber dem Kolben als zwei neue Rohre betrachten.
Setzt man per definitionem

w_y=acoswt, wy,i=acoswt, (13)
so kann man statt (8) und (9) schreiben
W_1—Wy=Yyp, Wy —Wpe1=Yn+1- (14)

Der Fall ¢ =1 fiihrt also auf genau dieselben
Gleichungen wie der Fall ¢’ =0, nur mufl man die

585

Rohrzahl n durch n+ 2 ersetzen. Es geniigt daher,
den Fall ¢’ =0 zu behandeln.

Setzt man y; aus (7) in (10) ein, so erhilt man,
wenn b~ !=¢ gesetzt wird,

Ewp=wj_1— 2 W+ Wk 1 . (15)

Die Losung des Systems (15) mit den Rand-
bedingungen (12) kann als erzwungene Schwingung

wy, = Ay, cos(w t— @y) (16)

angesetzt werden. Zu dieser partikuldren Losung
muf} man allerdings eine Losung des Systems (15)
mit der homogenen Randbedingung wy=w,.;=0
addieren, aber diese klingt im Laufe der Zeit ex-
ponentiell ab und kann vernachldssigt werden. Es
geniigt also, die erzwungene Schwingung (16) zu
berechnen.

Am bequemsten rechnet man komplex, indem

man (12) durch

wy=w,=ae'®! (17)

und (16) durch
wk:Akei(wt—r;k)szeiwt (18)
mit Bszk e‘i‘?”k (19)

ersetzt. Nachher nimmt man den Realteil und erhalt
die gesuchte Losung (16). Setzt man (18) und
(15) in (17) ein, so erhalt man

eiwBr=Br_1—2Br+Bj.1, (20)
By=B,=a. (21)
Die allgemeine Losung voﬁ (20) lautet
Br.=C,e**+Cye 2k, (22)
wobei a durch die Gleichung
e*+e  =24¢ciw (23)

definiert ist. Die Randbedingungen (21) ergeben

C,+Cy=a, Cie*"+Cye *"=a.
11t 02 1 2

Lost man daraus C; und C, auf und setzt sie in
(22) ein, so erhalt man
B.—a sinh a k+sinh a(n—k)
k= sinhan ’
Fiir kleine ¢ ist nach (23) auch a klein. Ent-

wickelt man die linke Seite von (23) nach Potenzen
von a, so erhilt man

(24)

2, o :
2rd 4 =cim.
+2+

Daraus kann man a2 auflosen:

=ciw— Hleiw)2+... . (25)



586

Entwickelt man (24) nach Potenzen von a2 und
setzt (25) ein, so erhélt man bis auf Glieder hohe-
rer Ordnung
Br.=a|l—cim

k(n—Fk)
2

k(n—k) +n?+1

—2w>k(n—k) r

(26)
Diese komplexe Zahl mufl man nun nach (19)
in der Form
By = Ay (cos @y, — i sin @)

darstellen. Fir die Phasenverschiebung ¢} findet
man in erster Niaherung

T (27)
und fiir die Amplitude, wenn n® +1 im letzten Glied
von (26) gendhert durch n? ersetzt wird

Ap~a|l - w?k(n—k) el it |

= (28)

Das Korrekturglied wird maximal fiir k=n/2.
Der Korrekturfaktor wird dann

f:l-va.gfz(')zn4.

(29)

Dieses Ergebnis gilt fiir ¢’ =0. Ist aber ¢’ =1.
so mull man die Anzahl der Rohre, n, durch n + 2
ersetzen und erhalt

f=1—is0?(n+2)". (30)

Um fiir beliebige ¢” zwischen 0 und 1 eine brauch-
bare Naherung zu erhalten, ersetzen wir den Faktor
nt in (29) durch (n+2¢’)% Man erhilt

~1 -2 0?(n+2¢e)4t. (31)
192

Fiir ¢€ =0 oder 1 ist (31) genau richtig; fir
zwischenliegende Werte wird die Abweichung nicht
sehr grof} sein. Setzt man fir ¢ und @ ihre Werte

1 vV 2n

o =

E=— 3
b cP, tp

ein (fp ist die Periode der Pumpe), so erhélt man

1. 1 [(r+2e)V 22 5 P 91
f=~1 192 cp, = (n+2e€)]. (32)
In dieser Formel ist (n+2e¢’) V' das gesamte
Volumen des Apparates. Ferner ist n+2 ¢’ nahezu
gleich n+ 1, der Zahl der Kapillaren.
Um eine bequeme Deutung der Formel (32) zu
erhalten, fithren wir das Vergleichsvolumen
| ¢ Py
Fo= 2 te n+1
ein, das folgende anschauliche Bedeutung hat: es ist
das Volumen, das durch eine Druckdifferenz P, in

(33)
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der Zeit j¢p durch n+1 Kapillaren durchgepreft
wird. Pro Kapillare betrdgt die Druckdifferenz nam-
lich Py/(n+1), die durchgepumpte Menge pro
Sekunde also ¢ Py/(n+1). Die Formel (32) lafBt
sich jetzt in geniigender Naherung so schreiben:
22 [(n+2e) V|2

/~1_19zl’ Ve ] (34}
und wir erhalten die folgende einfache Regel: Ist
das gesamte Volumen (n+2¢')V kleiner als das
Vergleichsvolumen (33), so ist die Verminderung
der Amplitude kleiner als 6%, also zu vernachlissi-
gen.

II. Die Anreicherung als Funktion der Zeit

In diesem Abschnitt wird die Thermodiffusion in
den Kapillaren als unendlich langsam, in den Roh-
ren als unendlich schnell angenommen. Die Kon-
zentrationen dndern sich also nur durch den Trans-
port durch die Kapillaren. Wir untersuchen die
Konzentration K derjenigen Komponente, die nach
oben hin tendiert.

Die Konzentrationen unten und oben in jedem
Rohr seien K" und K°. Die Endkonzentrationen, die
sich nach unendlich langem Pumpen einstellen, seien
C" und C°. Im Lauf der Zeit dndern sich K* und
K°, aber ihre Differenz bleibt ungefidhr konstant,
namlich gleich der Enddifferenz

AC=C°—Cv.

Da es sich in diesem Abschnitt nur um eine grobe
Naherung handelt, nehmen wir die Differenzen
K° — K" als genau gleich AC und auch die AC der
verschiedenen Rohre als untereinander gleich an.
Wir konnen, um die Formeln zu vereinfachen,
AC =1 annehmen. Es sei weiter ¢ die mittlere Kon-
zentration oder, was dasselbe ist, die Ausgangskon-
zentration, die vor Inbetriebsetzung der Heizung in
allen Rohren vorhanden ist. Dann sind die End-
konzentrationen in Rohr k

C'=c+k—n/2-1,
C°=c+k—n/2.

Die Differenz u=C —K ist in jedem Rohr kon-
stant wegen der unendlich schnellen Diffusion. Der
Wert von u in Rohr k sei u;. Fir t=0 (nachdem
die Heizung in Betrieb gesetzt ist, aber vor Beginn
des Pumpens) ist KU iiberall —4 und K° iiberall
+%, also
n+1

uk.—_k— B
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Bei jedem Kolbenhub wird eine Menge 2a von
der Konzentration

o [
r—1=Cp 1 —ur_1

von Rohr k—1 in Rohr % und die gleiche Menge

von der Konzentration
K;‘l = 0}: — Uy

zuriicktransportiert. Da Cj_; —Cy=0 ist, wird per
Saldo von der betrachteten Komponente eine Menge

2a(—ug_1+u;)
von Rohr £ — 1 nach £ hiniibergebracht. In der Zeit-

einheit ist das eine Menge
2
S~ ) (2)
tp

Werden die Differenzen u=C — K unter und tber
der Pumpe mit u; und u, . bezeichnet, so gilt For-
mel (2) auch fir k=1 und k=n+1.

Da der Transport praktisch kontinuierlich vor
sich geht, lauten die Differentialgleichungen

€ ig=b(—uy+uy),
i‘k=b(uk—1—2uk+uk+l)5(k=1:23'“5’1’) (3)
e,i‘n+1=b(un“un+1)

mit b=2alVtp. (4)

Es ist zu bemerken, daf} die Differentialgleichun-
gen viel genauer gelten als die Anfangsbedingun-
gen (1). Die Differentialgleichungen gelten namlich
(besonders fiir grofle ¢) unabhingig von der An-
nahme, dafl die 4AC in allen Rohren gleich sind.
Das asymptotische Verhalten der Anreicherung fiir
grofle ¢ wird also richtig dargestellt, der Anlauf-
prozef} nur ungefdhr. Auf den Anlaufprozel kommt
es auch nicht so sehr an.

Um (1) zu vereinfachen, setze ich

e ED
2
und fiihre statt £ eine neue Nummer
j=k-"El —k-m (5)

ein, die von —m bis +m lauft und (wenn n ge-
rade ist) nur halbganze Werte annimmt.

Als weitere Vereinfachung fithre ich b¢ als neue
dimensionslose Zeitvariable ein. Am SchluBl der
Rechnung braucht man nur ¢ durch b¢ zu ersetzen,
um das Endergebnis zu erhalten.

Die Differentialgleichungen lauten jetzt

Uj=uj_1—2uj+uj,; (j=-m+1,...,m—1) (6)
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und
e:l:‘—m= —U_m+U_pmi1, (7)
€ Uy =Up_1—Uy.
Die Anfangswerte fiir t=0 sind nach (1)
ui=j, U_p= _"-/27 umzn/2- (8)

wobei j von —m +1 bis m — 1 lauft.
Die Losung des Systems (6), (7), (8) ist eine
ungerade Funktion von j:

Uu_;j=—=Uu;.

Eine Losung von (6) kann in der Form
ui:eilj eaut (9)

angesetzt werden. Setzt man das ein, so ergibt sich
fir 2 und « die Bedingung

_lu=e—i}._2+eii.

pu=2—2cosA=4sin%(4/2). (10)

oder

Eine ungerade Funktion erhélt man, indem man
von (9) den Imaginéirteil nimmt:
(11)

uj=e “'sinkj.

Diese Funktion erfiillt (6) fiir alle j, also auch
fiir j=m. Es gilt also
(12)

Up=Up 1 —2Up+Up.1;

U, .1 hat keine konkrete Bedeutung, wird aber durch
(11) fir j=m+1 definiert. Damit (7) auch gilt,
muf} man 4 so wihlen, daf3

(13)

€ (Um_1—2Un+Uni1) =Un_1—Upy
gilt. Das fithrt auf die Bedingung
€ (Ums1—um) = (1 - 6') (w1 —um)

oder

e[sin(m+1).—sinmi]
+(1—€)[sinmi—sin(m—1)2]=0

oder

e’ cos 2”mz+1 A+ (1 =€) cos 2 m2'1 2=0. (14)
Die Losung von (14) ist am einfachsten, wenn e’

einen der Werte 0, 4 oder 1 hat. Hier soll nur der

Fall ¢’ = behandelt werden. (14) ergibt dann

oder cosmicosyA=0. (15)

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben,
nehme ich an, dafl n gerade ist. Die Losungen von
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(15) sind dann, nach aufsteigender Grofle geordnet,

=B - F
17 2m at1’ (16)
4 3n a (n+l)
hg = s s 5 A = — =7
3 n+l’ s fn+1l 1
mit ungeraden Nummern 1,3,....n+1.

Berechnet man nun nach (10) die u-Werte x4,
Mgyooy Mpsq, so sieht man, dall ug fast 9-mal u,
ist. Die anderen x sind noch grofer.

Die allgemeinste ungerade Losung von (6), (7)
ist eine Summe von }n+1 Gliedern

(17)

Die Glieder mit c;, ... gehen mit der Zeit so schnell
gegen Null, dal wir praktisch nur mit dem Haupt-
glied zu rechnen haben. Wir konnen also (auch fiir
ungerade n)

uj=cye “lsindyjrege slsindgj+. ...

(18)

uj=c,e “lsini,j

setzen. Ist die Zahl der Rohre gro8, so ist 4, klein.
Man kann in (10) also den Sinus durch den Win-
kel selbst ersetzen und erhalt

lu1~}~12=< N )2.

n+1

(19)

Fir n=6 ist diese Naherung bereits gut. Am
SchluB der Rechnung haben wir noch ¢ durch b¢
zu ersetzen und erhalten schlieBlich
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bestimmt. Setzt man fir u; und b ihre Werte ein,
so erhalt man

(21)

In Abschnitt V werden wir sehen, daB ¢, , weil die
Diffusion in den Rohren nicht unendlich schnell vor
sich geht, mit einem Faktor

- 2 a tp
1+2ﬂ_1+th
multipliziert werden muf}. Darin ist 2a die durch
die Pumpe verschobene Menge, V' das Rohrvolumen,
tp die Periode der Pumpe und t, die ,,Diffusions-
zeit®

ty =12/D .

Multipliziert man die unkorrigierte Halbwertszeit
(21) mit 1428, so erhdlt man die korrigierte

Halbwertszeit
+ zD) ("“)2 In2.
T

vV
by = (lr 2a

Am Anfang des Prozesses gilt diese Formel noch
nicht, denn zu Anfang geht der Prozel} schneller als
nachher. Die Ausgangskurve fir » als Funktion
von j ist ja nach (8) eine Gerade. Diese verwandelt
sich in relativ kurzer Zeit in eine Sinuskurve, die
dann weiter nach (20) exponentiell abféllt. Um die
Amplitude dieser Sinuswelle zu bestimmen, miissen

(22)

: $ jx —ui bt B v .
i B e (20)  wir ¢, ausrechnen. Man kann fiir (11) schreiben
. % 5 s o gpyo o BT : - 7
Die Halbwertszeit ¢, wird aus Uj=wje mit w;=sink;. (23)
Uy bty=In2 Setzt man das in (6), (7) ein, so ergibt sich
4
—pne w_p,=—W_pt+ W_pmi1,
—UW_p1= W_p—2W_pi1+ W_pi2,
—HW _ 2= W_mi1—2W_ 2+ W_p.3, (24)
— U Wy i Wy -2 _2wm—1 + Wy,
4
—uew, = Wp-1 — Wy -

Das ist ein Eigenwertproblem fiir den Vektor
(€ W_ppy W_ppitseens Wy_1, € wy) mit symmetri-
scher Matrix. Also sind die Eigenvektoren ortho-
gonal.

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, c5,...
miissen wir in (17) ¢=0 setzen:

(25)

uj=cysini;j+egsindgj4... .

Multipliziert man (25) links und rechts mit
sin 4, j und fiir j= £ m auch noch mit ¢’ und sum-

miert iiber j, so fallen wegen der eben bewiesenen
Orthogonalitat die Glieder c3,... weg und man
erhalt

. e’2u_ysin(—Ai, m)+ = ujsin(4y j) +€2 up sin(; m)
=" L B2) ‘ 34 )

‘e'2sin?(—4, m) + = sin®(4, j) + €2 sin (4, m) ’
(26)
wobei die Summen von —m +1 bis m —1 gehen.

Man kann die Summen in Zihler und Nenner
exakt ausrechnen, denn die u; sind nach (8) be-
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kannt. Bequemer und geniigend genau ist die Er-
setzung der Summen in Zahler und Nenner durch
Integrale von der Art

n/2 n/2
fx sinz dxr und /singxdx.
—2/2 a2

So erhalt man mit leichter Miihe

4n 4n

Cy~ P iy
17 e 10

(27)

Der Unterschied u,.1—u, ist am Anfang des
Prozesses =n, und fiir t—~ nimmt er exponen-
tiell nach Null ab. Nach einer Zeit ¢, die so grofl
ist, daf} von da an der Prozel} praktisch exponentiell
verlauft, ist der Unterschied

8n

2 ¢ e“‘u,f~ K. t
10

e¥‘”| .

Die ,erste Halbierungszeit“ #,;, d.h. die Zeit,
in der u,,;—u, am Anfang des Prozesses halbiert
wird, ist demnach aus

0,8 e m!t—}

oder Uty =In 1,6 (28)

zu berechnen. Das Ergebnis ist wegen der Diffusion
wieder mit (1+2 /) zu multiplizieren. Die End-
formel lautet also fir die erste Halbwertszeit

i = (tP —5+zn)("“)21n 16 (29)
2a 4
und fiir alle weiteren
ty — (tpL+tD>(n+l)2ln2. (30)
2a b 4

III. Transport und Diffusion, allgemein

Es sei x eine Variable, die im 1. Trennrohr von
1 nach [ geht, in der 1. Kapillare von [ nach 21, etc.
Der Apparat wird geometrisch so idealisiert, wie es
in der Abb. 2 angegeben ist.

Es sei Q der Querschnitt als Funktion von z:

Q=0Q, in jedem Rohr,
0=q
Es sei v die mittlere Geschwindigkeit der Stré-

mung durch einen Querschnitt, also Qv die Menge
Gas, die pro Sek. durch den Querschnitt Q fliefit:

Quv=awsinwt. (1)

in jeder Kapillare.

Die jeweils verschobene Menge ist dann

—acosmt
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(wie in I, bis auf das Vorzeichen). Das insgesamt
in einer halben Periode verschobene Volumen ist
26

Es sei K die Konzentration derjenigen Kompo-
nente, die nach oben hin tendiert, und es sei C die
Konzentration, wie sie im Diffusionsgleichgewicht

L 2 Abb. 2.
AK
J Stromung .‘ :
o - :
- »x Abb.3
AC
...... S T += Clo)
—» X
Abb. 4.
Abb. 5.

> X

bei gegebener Bodenkonzentration C(0) sein sollte.
Der ungefihre Verlauf der Funktionen K und C ist
in Abb. 3 dargestellt. Im oberen und unteren Teil
eines jeden Rohrs, wo die Temperatur konstant ist,
ist C konstant. Im mittleren Teil eines jeden Rohrs,
wo die Temperatur linear zunimmt, nimmt C fast
linear zu. In den Kapillaren hat C natiirlich den
umgekehrten Verlauf. Die Ableitung C, von C nach
@ ist Null im unteren und oberen Teil der Rohre
und Kapillaren, springt aber beim Ubergang in den
Mittelteil der Rohre auf einen positiven, fast kon-
stanten Wert, der gendhert gleich

AC _ Coben—Cunten (2)
v T

ist. Im Mittelteil der Kapillaren hat C, den entspre-
chenden negativen Wert.

Das Verhalten der Funktion K ist etwas kom-
plizierter. Im Innern eines jeden Rohrs ist K un-
gefihr gleich C + Konstante. Beim Ubergang von
einem Rohr in eine Kapillare in der Richtung des
Stromes bleibt K fast konstant. Beim Ubergang von
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der Kapillare in das nichste Rohr kann sich K un-
stetig dndern, denn die Konzentration in der Ka-
pillare kann durchaus verschieden sein von der
Konzentration der gleichen Komponente in dem
Rohr an der Stelle, wo die Kapillare einmiindet.

Die Formel fiir die Thermodiffusion kann so ge-
schrieben werden:

Sa=QD(C-K),=QD(C;-K,).  (3)

Dabei bedeutet S; die Stoffmenge der betrachte-
ten Komponente, die pro Sekunde durch den Quer-
schnitt Q im Sinne zunehmender z hindurchdiffun-
diert; D ist die Diffusionskonstante und der Index
bedeutet Ableitung nach x. Die Formel gilt in gu-
ter Ndherung, wenn C — K nicht allzu grof3 ist. Ist
C—K an einer Stelle Null, so gilt die Formel an
dieser Stelle genau. Die Formel driickt némlich aus,
dal} die Diffusion danach strebt, die Abweichungen
vom Gleichgewichtszustand auszugleichen. Ist K,
grofler als C,, so dal} die Konzentration schneller
zunimmt als sie im Gleichgewicht zunehmen sollte,
so diffundiert durch jede Flacheneinheit des Quer-
schnittes eine Menge D(K,—C,) in der umgekehr-
ten Richtung.

Um die gesamte durch einen Querschnitt Q) hin-
durchgehende Menge der betrachteten Komponente
zu erhalten, hat man zur Menge Sq die durch die
Stromung v transportierte Menge Qv K zu addie-
ren, wobei Qv nach (1) berechnet wird. Das ergibt

S=QvK+Sq=awsinwi-K+QD(C,—K,;). (4)

In unmittelbarer Umgebung der Miindung einer
Kapillare kann man (4) nicht anwenden, weil K
dort moglicherweise unstetig und daher nicht dif-
ferenzierbar ist, aber wenn man den Querschnitt
ganz wenig von der Miindung weg verlegt und un-
der K die mittlere Konzentration an dem Quer-
schnitt versteht, mu} die Gleichung wieder gelten.
Auch in der Kapillare unmittelbar vor dem Quer-
schnitt gilt (4).

Aus der Mengenbilanz ergibt sich die Diffusions-
und Transportgleichung. Sie wird gewchnlich als
Differentialgleichung 2. Ordnung geschrieben, aber
in unserem Fall ist es bedenklich, unstetige Funktio-
nen wie die einzelnen Glieder von (4) noch einmal
zu differenzieren. Ich schreibe daher die Diffusions-
und Transportgleichung lieber als Integralgleichung.
Die Menge der betrachteten Komponente, die pro
Sekunde in einen Abschnitt von z; bis  mehr hin-
einkommt als austritt, ist
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%/Qdezsu)—S(xo) (5)

= —awsinwt-[K]%-QD[C,—K,]%,.

Aus dieser Diffusions- und Transportgleichung er-
geben sich von selbst die Stetigkeitsbedingungen,
die besagen, dal} der Strom S stetig ist, auch an den
Sprungstellen der Funktionen Q, C,, K und K,.
Legt man nidmlich @, unmittelbar links und = un-
mittelbar rechts von einer solchen Sprungstelle, so
wird die linke Seite von (5) beliebig klein, also
muf} auch die rechte Seite beliebig klein werden.
So erhilt man die folgenden Stetigkeitsbedingungen :

awsinwt-K—-QDK,
ist stetig beim Ubergang von Q auf ¢,
CI - KI

ist stetig, wo C, springt.

Bisher haben wir das ganze System von Rohren
und Kapillaren als ein einziges Rohr von verédnder-
licher Weite aufgefalit. Wie in Abb. 3 wird dann
C eine periodische Funktion von 2 mit der Periode
21. Da K von einem Rohr zum néchsten immer zu-
nimmt, ergibt sich eine immer gréBere Differenz
K—C, was wiederum zur Folge hat, daf} die Dif-
fusionsgleichung (3) immer weniger genau wird.

In den folgenden Anwendungen wird die Diffu-
sionsgleichung (3) aber immer nur auf eine einzige
Kapillare mit den Enden der beiden anschliefenden
Rohre oder auf ein einziges Rohr angewendet. Bei
diesen Anwendungen kann man immer dafiir sor-
gen, daB} die Differenz K —C klein bleibt, indem
man z. B. in der Mitte des Rohres C=K setzt und
von dort aus C nach beiden Enden weiterrechnet.
Bei dieser Definition von C sind die Formeln (3)
bis (5) geniigend genau.

IV. Diffusion in den Kapillaren

Die Konzentration in einer Kapillare sei K(z),
wobei 2 von O bis ! geht. Die Konzentration am
Ende des links angrenzenden Rohrs sei K, die am
Anfang des rechts angrenzenden Rohrs K .

Die Diffusions- und Transportgleichung heif3t
jetzt, da Q den kleinen Wert ¢ hat,

q ;{/de: —awsinwit[K] —¢D[C,—K,];,.

(1)
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Da g klein ist, kann man in erster Naherung die
Glieder mit g vernachlassigen und erhalt, wenn
sin @ ¢ nicht Null ist,

K(z) =K () - (2)

Die Konzentration ist also in der ganzen Kapillare
nahezu konstant, und zwar gleich K,, wenn die
Stromung nach rechts geht, und gleich K;, wenn
die Stromung nach links geht.

Ich nenne erste Phase der Stromung die Zeit von
wt=0 bis wt=m, wo die Stromung in der sche-
matischen Abb. 4 nach rechts, d.h. in den Kapil-
laren von oben nach unten geht. In dieser Phase ist
also K nahezu gleich K. In der zweiten Phase, von
wt=um bis 27, geht die Stromung nach links und
K ist ungefdhr gleich K, .

Am Ende einer jeden Phase wird sinwt=0. In
diesem Augenblick setzt eine kriftige Thermodiffu-
sion ein. Der Gleichgewichtszustand, den die Dif-
fusion zu erreichen sucht, wird durch die Formel

K=C—b(l—2) (3)

gegeben. Die Funktionen C und K sind in Abb. 5
dargestellt.

Es ist klar, da8 (3) eine Losung der Diffusions-
gleichung (1) ist. Bevor dieses Gleichgewicht er-
reicht ist, setzt aber die Stromung wieder ein, der
Berg und das Tal werden weggespiilt und (2) tritt
wieder in Kraft.

Allerdings kann (2) zu keiner Zeit genau stim-
men, denn wenn tiberall K, =0 wire, so ware die
Stetigkeitsbedingung

C,— K, ist stetig, wo C, springt (4)

verletzt. Die genaue Konzentrationskurve muf} zwei
kleine Zacken nach oben und nach unten haben an
den Stellen s und I—s, wo C, unstetig ist (Abb.6).

Die Zacken sorgen dafiir, dal die kleinen Stoff-
mengen, die durch Thermodiffusion von [ —s nach s
gebracht werden, durch gewohnliche Diffusion zu
den Enden der Kapillare weitertransportiert werden,
so daf an den Stellen s und ! — s keine Anhdufung
entsteht. Wir sehen daraus, dal die Ndherung (2)
nicht gut auf die Stellen s und [/ —s angewandt wer-
den kann, wohl aber auf die Stellen 0 und [, weil
die Zacken dort fehlen. Es gilt also in guter Nahe-
rung

K()=K(0). (5)

Uns interessiert besonders die Endzeit des Anrei-
cherungsprozesses, wo das Gleichgewicht fast erreicht
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und K, fast gleich K, ist. Nimmt man K,=K, an,
so gilt die Gleichung K (I) = K(0) sogar dann, wenn
sin w =0 ist, wie man aus Abb. 5 sieht. Wir kon-
nen (5) also bedenkenlos zu jeder Zeit anwenden.

Der Strom S der Komponente durch die Kapil-
lare ist

S=awsinwt-K+¢gD(C,—K,) . (6)

An welcher Stelle S berechnet wird, ist gleich-
giiltig: im Mittel iiber die ganze Periode wird durch

K
—r— — Abb. 6.
) )
X
K
j 7 Abb. 7.
X
Ronr Kapiliare Rohr
P2 X, P Pa Abb. 8.
K
Kerus| .
#L Uy /
Ko &R /T Ks 5K K
7 e A wf Abb. 9.
il — T h !
Ti-u,
R L
Kapillare Rohr Kapillare Rohr

jeden Querschnitt die gleiche Menge stromen. Wir
kénnen also auch S iber die ganze Kapillare mit-
teln. Das Integral des letzten Gliedes in (6) ist

gD [(C—K),dz=gD[C—KJy= —gD AC
wegen (5). Somit erhalten wir fiir das Mittel S:
S:awsinwtok——%QAC. (7)

In der ersten Phase der Pumpe kann man K =K,
setzen, in der zweiten Phase K=K, . So erhilt man
aus (7)

4C .
S=awsinwt-K0—qD—Tm der 1. Phase,

i (8)
S=awsinwt-K1—qDAlqin der 2. Phase.

In der Endzeit des Prozesses, wenn die Anreiche-
rung aufgehort hat, mufl der Strom S, gemittelt
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tiber eine volle Periode der Pumpe, Null sein. Also
muf} auch S bei Integration nach der Zeit Null er-
geben:

aw {/Kosinmtd(u)t) +/K1 sinwtd(wt)}
0 x

—2ag¢D Af. (9)

Im Durchschnitt iiber eine halbe Periode genom-
men, ist K, also etwas grofler als K, ; sonst wiirden
die beiden Glieder links in (9) sich wegheben.
Anschaulich: Was durch die Thermodiffusion in den
Kapillaren zuriicktransportiert wird, mull durch den
Strom wieder hintransportiert werden, und dazu ist
ein Konzentrationsunterschied notig.

Fir grofle Amplituden der Pumpe oder grofie
Frequenzen ist dieser Effekt klein. Wir studieren
also den Fall, wo die durchgepumpten Mengen klein
sind oder sehr langsam durchgepumpt werden. Dann
wird die Diffusion in den weiten Rohren sehr stark
sein im Vergleich zu den Stréomungen in den Roh-
ren. Auch wird der Transport in den Kapillaren
die Konzentrationen oben und unten nur wenig be-
einflussen, da die transportierten Mengen klein sind.
Also kénnen wir K, und K, als zeitlich konstant
annehmen. Die Integration (9) 148t sich dann aus-
fiihren und ergibt

2a0w(K,~K,)=2agD é’f (10)

oder (11)

Dieser Abfall 4,K erscheint in der 1. Phase im-
mer am Ende einer jeden Kapillare (siehe Abb. 7),
in der 2. Phase am Anfang einer jeden Kapillare.
Insgesamt erscheint der Effekt n-mal, ndmlich in den
(n—1) inneren Kapillaren und in der Kapillare
vom Endrohr zur Pumpe.

Was man messen mochte, ist n AC ; was man
miBt, ist n AC —n 4,K . Der prozentuale Fehler ist
also

2aqD ql2a D

(12)

2awl 2a w B°

Dabei ist gl das Kapillarvolumen, 2a die ver-
schobene Menge. 2 7/® = tp ist die Schaukelzeit der
Pumpe. Nennt man 2/D =t;, die Diffusionszeit, so
kann man fiir (12) schreiben:

Schaukelzeit

Kapillarvolumen
verschobenes Volumen ~Diffusionszeit *

(13)
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Ist [=9,9 und D =0,54, so wird die Diffusions-
zeit tp =180 sec. Bei einer Schaukelzeit von hoch-
stens 60 sec ist der Fehler nach (13) hochstens 5%.

V. Diffusion in den Rohren

Von jetzt an soll die Thermodiffusion in den
Kapillaren vernachlassigt werden: die Kapillaren
dienen nur zum Transport. Die Stérung der Dif-
fusion durch die in den Rohren hin- und herge-
schobenen Gasmengen soll nachher gesondert unter-
sucht werden; hier nehmen wir die pro Periode ver-
schobene Gasmenge 2a als klein gegen ¥ an und
vernachldssigen die Storung. Die Schwankungen der
Konzentration in den Rohren wéhrend einer Periode
der Pumpe sollen ebenfalls vernachlassigt werden.

Was uns hier interessiert, ist die allmédhliche An-
reicherung der einen Komponente in den spateren
Rohren, unter Vernachldssigung der Schwankungen.
Insbesondere soll untersucht werden, wie diese An-
reicherung dadurch verzégert wird, daB die Diffu-
sion in den Rohren nicht unendlich schnell statt-
findet.

Ich unterscheide 3 Phasen des Prozesses: 1. die
relativ kurze Anlaufphase unmittelbar nach Ein-
schaltung der Heizung (in dieser Phase wird in den
einzelnen Rohren nahezu ein Thermodiffusions-
gleichgewicht hergestellt) ; 2. die lange Transport-
phase, in der die Anreicherung in den spéteren
Rohren zustande kommt; 3. die Endphase, in der
das Gleichgewicht fast erreicht ist und nur noch
periodische Schwankungen mit der Periode der
Pumpe stattfinden. In diesem Abschnitt soll nur
die Transportphase untersucht werden, in Abschnitt
VI die Endphase.

Die Konzentrationen am Anfang und Ende eines
Rohrs von der Lange [ seien K; und K, . Die Kon-
zentration am Ende des vorhergehenden Rohrs sei
K, , die am Anfang des néchsten Rohrs K3 (Abb. 8).
Da wir uns noch in der Transportphase befinden,
besteht zwischen K, und K; noch ein betréchtlicher
Unterschied 4,K = K, — K, , ebenso zwischen K, und
K, ein betrichtlicher Unterschied 4;K=K,—Kj.
Im Vergleich zu diesen Unterschieden sind die pe-
riodischen Schwankungen von Kg, K, K, und K,
zu vernachldssigen. Man kann sie auch eliminieren
durch Mittelbildung iiber eine volle Periode tp der
Pumpe.

In einer Periode ¢p wird eine Menge 2a von
der Konzentration K, heriiber- und die gleiche
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Menge von der Konzentration K; zuriicktranspor-
tiert. Per Saldo wird also in der Zeit tp die Menge
2a(Ky—K;) =2a A,K von links in das betrachtete
Rohr eingebracht, ebenso geht rechts eine Menge
2 a 43K hinaus.

Die halbe Summe von 4K und 45K sei 4K, die
halbe Differenz H . Dann ist also

AK=AK+H, A,K=4K—-H.

Der Gesamtvorgang wird nun additiv in zwei
Vorgéinge zerlegt. Der eine Teilvorgang besteht
darin, daB eine Menge 2a 4K links einflieft und
rechts wieder ausflieBt. Diese Menge mull durch
Diffusion in dem Rohr vom linken Ende zum rech-
ten hiniibertransportiert werden. Dies ist der Trans-
port- und Diffusionsvorgang, der uns hier inter-
essiert.

Der andere Teilvorgang besteht darin, daB von
links und rechts je eine Menge 2a H einfliefit. Die
gesamte eingeflossene Menge 4 a H verteilt sich durch
Diffusion iiber das ganze Rohr und bewirkt eine
Erhéhung der Konzentration um 4 a H/V . Dieser
Vorgang ist symmetrisch zur Mitte des Rohrs und
interessiert uns im Augenblick nicht.

Ich lasse nun die Menge 2a 4K kontinuierlich
wihrend der Zeit ¢p links ein- und rechts ausflieen.
In der Zeiteinheit flieBt also ein Strom

2a 4 @
§= 20 AK= [ (AK+4,K) (1)

ein und aus. Genau genommen, ist S ein Zeitmittel
iiber eine Periode der Pumpe. Weil nirgends in dem
Rohr eine Anreicherung stattfindet (der Anlaufpro-
zeB} ist ja schon voriiber, und von der gleichmifigen
Erhohung aller Konzentrationen um 4 a H/V woll-
ten wir absehen) ist der Strom iiberall gleich S.

Nach III, Gl. (4), ist der Strom in jedem Augen-
blick ¢
S=awsinwt-K+QD(C-K),. (2)

Im Mittel iiber eine Periode ergibt das erste
Glied Null. Der Strom (1) war ein Mittelwert iiber
eine Periode. Also vereinfacht sich (2) zu

QD(C-K),=S. (3)
Dabei ist S, als Funktion von x betrachtet, eine

Konstante. C — K ist also eine lineare Funktion
von x :

S
C-K=C(0)-K(0) +55z. (4)
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Insbesondere wird fiir x =1

Sl
C(l) —K(l) =C(0) —K(0) e

oder, wenn Q!=V und [2/D =i, eingefiihrt werden
C() —C(0) =KW ~K(0) + Hup.  (5)

Den Unterschied der C-Werte am rechten und
linken Ende eines Rohrs haben wir immer AC ge-

nannt. Den Unterschied der wirklichen Konzentra-
tionen nennen wir 4K :

K(l) -K(0) =K, - K, =4,K. (6)
Setzen wir das in (5) ein, so ergibt sich

AC = 4,K + f} w

oder, wenn fir S der Wert (1) eingesetzt wird

A:K = AC — (4,K + 44K) (7)
" a tp
mit p= Vi (8)

Nimmt man noch den zweiten Teilvorgang hinzu,
der K; und K, beide um denselben Betrag erhoht,
so andert sich das Ergebnis nicht.

Mit (7) und (8) ist das gestellte Problem im
Prinzip gelost. Ware die Diffusion unendlich schnell,
so wire der Konzentrationsunterschied 4,K in je-
dem Rohr gleich AC. In Wirklichkeit ist der Un-
terschied kleiner, die Trennung also weniger gut,
solange noch Transportstréme durch die Kapillare
flieBen.

Um die Formel (7) anschaulich zu machen, zer-
lege ich das letzte Glied in zwei Terme

uy=pA4K und uy=p4,K
und schreibe (7) so:
(Ko +ug) — (Ky—u,) =4C. (9)

Die Konzentrationen K; —u, und K, + u, sind in
Abb. 9 durch gestrichelte waagrechte Linien darge-
stellt. Nach (9) unterscheiden sie sich um AC, d. h.
die Kurve fiir C (die ja nur bis auf eine additive
Konstante definiert ist) kann so verschoben wer-
den, dal} sie diese beiden gestrichelten waagrechten
Strecken verbindet. Der wahre Konzentrationsunter-
schied K, — K, ist um u, +u, kleiner als der ideale
Konzentrationsunterschied AC, wie es die Formel
(7) verlangt. Die Kurve ist gezeichnet fiir die erste
Phase der Pumpe; die Kurve fiir K, kann also
waagrecht durch die rechts anschlieBende Kapillare
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verlangert werden. Am Anfang des nédchsten Rohrs
sehen wir wieder K; ausgezogen und Kj—uz ge-
strichelt, mit dem gleichen u; wie vorhin, da
ug = f 4,K ja durch Konzentrationsunterschied 43K
am Ende der gleichen Kapillare bestimmt ist. Die
beiden gestrichelten Niveaus am Ende der Kapillare
und am Anfang des nichsten Rohrs unterscheiden
sich also um

AK +2uy3=(1+2p) 4;K. (10)
Man konnte den Ausdruck (10) den fiktiven Kon-

zentrationsunterschied an der Kapillare nennen. Es
ist derjenige Konzentrationsunterschied, den man
erhalten wiirde, wenn die Diffusion in den Rohren
unendlich schnell wire, also wenn man mit den ge-
strichelten Linien statt mit den wahren Konzentra-
tionen rechnen wiirde. Den wahren Konzentrations-
unterschied 43K, der fiir den Transport durch die
Kapillare maBigebend ist, erhdlt man aus dem fikti-
ven, indem man ihn durch 1+2 f dividiert. Nach
(10) ist namlich
EE N L G
1424
Der Transport durch die Kapillare in der Pump-
zeit tp ist 2 @ 4;K . Wenn man fir 43K den fiktiven
Konzentrationsunterschied einsetzt, erhalt man den
Transport pro Zeiteinheit um einen Faktor 1+2f
zu groB. Man muB3 also am SchluB der Rechnung

die Transportzeiten alle mit

148 Bl 42000

vV te (12)

multiplizieren, um die effektiven Zeiten zu erhalten.
Bei einer Pumpzeit von 10 sec ist

Y i@,

1+24=1+0,06-—

Der Effekt kann also ganz betrichtlich werden.
Macht man ¢p noch kleiner, so hat eine weitere Ver-
kleinerung der Pumpzeit schlieBlich gar keine Be-
schleunigung der Anreicherung mehr zur Folge, da
1 klein gegen 2 f wird.

In einer genauen Rechnung miifite man fir die
beiden Kapillaren, die von der Pumpe zum ersten
Rohr und vom letzten Rohr zur Pumpe fiihren, den
Faktor 1+ 2 f durch 1+ f ersetzen, aber das macht
nicht viel aus.

In den Endformeln (29) und (30) von Abschnitt
II ist der hier hergeleitete Faktor 1+ 2 § schon be-
riicksichtigt.
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VI. Die Storung durch die hineingepumpten
Gasmengen

Wir wollen jetzt die Endphase des Prozesses, in
der das Gleichgewicht praktisch erreicht ist und nur
noch periodische Stérungen stattfinden, genauer un-
tersuchen. Dabei soll von der Diffusion in den Ka-
pillaren abgesehen werden.

Die Gleichungen des Problems

Die in III aufgestellte Integrodifferentialgleichung
heiflt, wenn 2y =0 gesetzt wird,

QétJde=_awgnwzqu:QDu;_K?S

Diese Gleichung wird nur innerhalb der einzelnen
Rohre angewandt werden. Da in ihr die Gleich-
gewichtskonzentration C nur als Ableitung C, vor-
kommt, kann C in jedem einzelnen Rohr durch
C +d;, ersetzt werden, wo die Konstanten d) von
Rohr zu Rohr verschieden sein kénnen. Uber diese
Konstanten soll nun so verfiigt werden, daB die
C-Werte an den beiden Enden einer jeden Kapillare
als gleich angenommen werden. C ist also die Kon-
zentration in einer ,idealen Trennschaukel®, in der
in jedem Rohr Diffusionsgleichgewicht und in jeder
Kapillare Transvektionsgleichgewicht herrscht.

Links in (1) kann K durch K — C ersetzt werden,
weil C nicht von der Zeit abhingt. Ich setze wieder

C—-K=u

und multipliziere beide Seiten von (1) mit —I:

Vddt' ude=alosinwt-[K]§+V D[u,]5. (2)
0

Dazu kommen die Randbedingungen. Sie be-
sagen, daf
awsinwt-K+QDu,
stetig ist an den Enden des Rohrs. In den Kapilla-
ren kann man Q =0 setzen, also erhdlt man, wenn
K’ die Konzentration in der angrenzenden Kapillare
ist, die Randbedingung
awsinwt-(K—K)+QDu,=0. (3)

Flieft der Strom von dem Rohr in die Kapillare,
so wird K'=K und man erhilt einfach

u,=0, wo der Strom ausflieft. (4)

FlieBt der Strom von der Kapillare in das Rohr,
so ist K gleich der Konzentration im anschliefen-
den Rohr. Wir nennen diese Konzentration K,
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(a = anschliefend) und erhalten so die zweite Rand-
bedingung
QDu,= —awsinwt (K—-K,), (5)

wo der Strom einflief3t.

Einfiihrung von dimensionslosen

GroBen

Um die Gleichungen zu vereinfachen, fiithre ich
statt z, ¢, a, D dimensionslose Groflen

2*=z/l, a*=afV, D*=D/Pw
ein. Nachher werden die Sternchen wieder weggelas-

sen. Die Gln. (2), (4) und (5) werden jetzt ein-
facher:

f=wt,

z

d’/udx_D[u,Jz=asint-[K]3, 6)

de
0
Du,= —asint- (K—K,;), wo der Strom einflieft,
Du,=0, wo der Strom ausflief3t. 7)

Die Lange des Rohrs ist jetzt zu 1 reduziert. Das
Mittelstiick, in dem die Temperatur abfallt, moge
von s bis 1 —s gehen; seine Linge ist 1 —2s. Auf
diesem Mittelstiick steigt C linear von C(0) bis C (1)
an; der gesamte Zuwachs ist AC.

Um die Rechnung nicht unnétig zu komplizieren,
nehmen wir an, dafl AC in allen Rohren genau den
gleichen Wert hat. Unter dieser Annahme kann man
K, C und u ebenfalls dimensionslos machen, indem
man sie durch AC dividiert:

+»_ K x»_ C *
K=%¢ =4 “~ac-

Jetzt wird AC*=1. Die Ableitung C,* wird
gleich 1/(1—-2s) im mittleren Teil eines jeden
Rohrs und gleich Null in den beiden @ufleren Tei-
len. Das Sternchen lassen wir nachtrdglich wieder
weg.

Nachdem so alles dimensionslos gemacht ist, ge-
hen wir daran, die Gln. (6) und (7) durch sukzes-
sive Ndherungen zu losen. Zuerst mogen die Glie-
der ohne a, dann die mit ¢ und mit a® berechnet
werden.

K—-C

Die erste Ndherung

Fir a=0 werden in (6) und (7) die rechten
Seiten Null und man erhilt als Losung ©=0, d. h.
K=C.

Die zweite Naherung

Die eben gewonnene erste Naherung K = C setzen
wir in die Glieder mit @ in (6) und (7) ein. Die
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Randbedingung (7) wird dann einfach

u;=0 an beiden Enden. (8)

In (6) setzen wir zur Abkiirzung
C(z) —C(0) =¢(a)

und erhalten

Tid?/udx—Dm,:aqo(x)sint. 9)
0

Ist u eine Losung von (8) und (9), so ist u+c¢
auch eine, wobei c¢ eine beliebige Konstante ist.
Uber diese Konstante werden wir nachher verfiigen.

Ich rechne wieder komplex, d. h. ich ersetze (9)
durch

z
%/udx—Du,:—ia¢(x}e” (10)
b

und nehme nachher den Realteil. Die Randbedin-
gung (8) bleibt wie sie ist.

Als Lésung von (8) und (10) kann eine erzwun-
gene Schwingung angesetzt werden:

u=aW eit, (11)
wobei W die Bedingungen
i/de_DW,:_iqa(x), (12)
0
W,=0 an beiden Enden (13)

zu erfiilllen hat. Setzt man in (12) speziell z=1,
so erhélt man wegen (13) eine sehr niitzliche Mit-
telwertformel fiir W :

1
/de:—(p(l):—l. (14)
0

Statt (12) kann man auch eine Differentialglei-
chung schreiben

iW—-DWy—= —igpy= —iCp.  (12a)

Die Lésung wird in der Form
W =a,e?%+a,e 27" fir 025,
W=b1e2”+b2e—2?’z—1_123fiir sZ2<Z1 — s,
W=c e cye 217 fir 1 —-s<2<1
angesetzt. Aus der Differentialgleichung (12a) be-

stimmt man y, aus den Rand- und Anschlu8bedin-
gungen die a;, b; und c;. Das Ergebnis lautet
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__sinhy(1—25)-cosh2yzx
(1—25) sinh

__ sinh 2y s-cosh y(22—1) Al

© (1—2s)sinhy = 1-2s

sinh y(1—25) *cosh 2 y(1—2)

o 77(17;7273) sinh ;‘-’7 -

W _

T
mit  y=, )=y @D)H1+) . (16)

Die Losung ist symmetrisch in bezug auf den
Punkt z =% . Insbesondere ist W (0) =W (1) .
Wir spalten 7 in Real- und Imaginarteil auf:
W=W,+iW,. (17)
Setzt man (17) in (11) ein und nimmt den Real-
teil, so erhélt man als zweite Niherung
u=av=a(W cost—W,sint). (18)
Nach (14) hat W, den Mittelwert —1 und W,
den Mittelwert 0. Die Konzentration im Rohr wird
K=C—-u=C—-aW, cost+aWysint. (19)

Die Funktion u =av ist nach (18) fiir alle Rohre
dieselbe. Zu ihr kann man in Rohr % noch eine
Konstante a c¢;, addieren, ohne daf3 die GIln. (8) und
(9) ihre Giiltigkeit verlieren. Wie sollen die Kon-
stanten c¢; bestimmt werden?

Setzt man alle ¢; =0, so kommt man bei der
dritten Nédherung in Schwierigkeiten. Um diese zu
vermeiden, mufl man sich vorher iiberlegen, wie die
héheren Néherungen zu berechnen sind.

Die hoheren Ndherungen
Die erste Naherung war

u=0, K=C.

g(t) =sint- [v4(0) —vx_1(1) +cx—cx-1]

g() =0
h(t) =0

h(t) =sint- [vg(1) — v, 1(0) +cp—cp1]

Fir den Raum unter und iiber der Pumpe gilt
dasselbe, nur geht die Veranderliche « hier nur von
0 bis ¢ statt von O bis 1. Im Raum unter dem
Kolben lautet die Randbedingung am linken Ende
u,=0; hier ist also g(¢) =0. Ebenso gilt fir den
Raum tiber dem Kolben A(z) =0.

Die Funktion v ist demnach im Raum tber und
unter dem Kolben Null und wird in allen Rohren
durch (19) definiert. In allen Féllen sind /, g und A

gegebene periodische Funktionen von ¢.
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fir 0 <2<,
fir s<2<1 -,

fir 1 —s<2<1

Die zweite Naherung ist

K:C—a(v—i—c;..) "

u=a(v+cp) ,

Die dritte wird so angesetazt:

u=a(v+c;) +a?w, K=C—alv+c;)—a?w.

Setzt man in (4), (6) und (7) rechts fiir K die
erste und links fiir u die zweite Naherung ein, so
sind die Gleichungen erfillt: so wurde die zweite
Naherung ja gefunden. Setzt man rechts fiir K die
zweite und links fiir » die dritte Naherung ein, so
kommen links und rechts Zusatzglieder von der
GroBenordnung o hinzu. Setzt man diese einander
gleich, so erhilt man die Bedingungen

< / wdz—Dlw,f§f(1), (20
0
Dw,(0) =g() , (21)
Dw,(1) =h(z), - (22)
wobei f, g und % so definiert sind:

f(z,t) = —sint- [v]g, (23)

in der 1. Phase,
in der 2. Phase, (24)

in der 1. Phase,
in der 2. Phase.

Um das System zu losen, entwickelt man f, g und
h in Fourier-Reihen

f(x: t) :Zfl)(x) eipt’ (25)
g) =D gpe'?t, (26)
(1) =Y hyeirt. (27)

Summiert wird iiber alle ganzen Zahlen p von
— o bis + o . Die Reihen brauchen aber nicht

gleichmiBig in 2 und ¢ zu konvergieren. Eine For-
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mel wie (27) bedeutet nur, da} %, ein Fourikr-
Koeffizient von A(z) ist:

2ah,= [ h(t) e Pt de. (28)
0

Fir die Losung w wird eine &hnliche Fourier-

Reihe angesetzt:
w=prei7” (29)

22
mit 2 nwp=fw e~ irtde, (30)
i
Multipliziert man die Gln. (20) bis (22) links
und rechts mit e *?* und integriert von O bis 2,
so ergeben sich die Bedingungen fiir die Fourier-

Koeffizienten:

ip [wpdz—DlwyJi=fp(),  (31)
0

Dw,,,(O) =gns (32)

Dw,, (1) =h,. (33)

Statt (31) kann man auch eine Differentialglei-
chung schreiben:

(34)

ipwy—Dwpz=fpr.

Fir p==*1, £2,... konnen die Gleichungen
leicht gelost werden: genau so haben wir ja oben
die 2. Naherung berechnet. Die Losung gelingt des-
wegen ohne weiteres, weil ip kein Eigenwert der
Differentialgleichung

lw—Dw,, =0 (35)

mit der Randbedingung w, = 0 ist. Die Lésung kann
mittels einer Greenschen Funktion berechnet wer-
den. Aus der so erhaltenen Integraldarstellung folgt
leicht, da die Fourier-Reihe (29) fiir w im Mittel
konvergiert. Man kann sogar explizite Abschétzun-
gen fiir die Koeffizienten geben, die zeigen, daf} die
losende Reihe (29) besser konvergiert als die ge-
gebenen Reihen fiir f(z,¢), g(¢) und A(t). Durch
die Integration der Diffusionsgleichung werden die
Fehler geglattet und nicht vergroBert.

Jedoch 2=0 ist ein Eigenwert von (35); des-
wegen tritt fiir p=0 eine Schwierigkeit auf. Fiir
p=0 erhalt man aus (31)

— D[wy,]o = fo() (36)
insbesondere fiir x =1
—D wy, (1) +D wy,(0) =fo(1) . (37)
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Setzt man hier fiir D w;,(0) und D wy,(1) ihre
Werte aus (32) und (33) ein, so erhilt man die
Bedingungsgleichung

8o—ho=1o (1),

die erfillt sein muB, damit das System (20) bis
(22) eine periodische Losung hat. Dabei sind f,,
&> hy und w, die Zeitmittel der Funktionen f, g, h
und w.

(38)

Ist die Bedingung (38) erfiillt, so ist das System
l6sbar, aber nicht eindeutig, da man zur Losung
immer noch eine Konstante addieren kann. Jetzt
wird klar, was man zu tun hat, um sukzessive Nihe-
rungen zu ermoglichen. Man mulB die Konstanten
acy, die zur 2. Naherung addiert werder, so wah-
len, daB3 gy und hy die Bedingungsgleichung (38)
der 3. Niherung erfiillen. Zur 3. Niherung sind
wieder Konstanten zu addieren, damit die 4. Nihe-
rung moglich wird, usw.

Die Konvergenz des ganzen Verfahrens ist kein
Problem, da man gute Abschdtzungen fiir die Ko-
effizienten hat. In diesen Abschdtzungen kommt bei
jeder folgenden Néherung ein Faktor @ hinzu, der
bei der Ziircher Trennschaukel 0,03 betriagt. Es
wird sich zeigen, daBl die 2. Naherung fir alle
praktischen Zwecke gentigt.

Deutung und Auswertung der
Bedingung (38)

Die Bedingungsgleichung (38) hat eine sehr ein-
fache anschauliche Bedeutung. Sie besagt namlich,
dal der untersuchte Stoff im Zeitmittel im Rohr £
nicht mehr angereichert wird, daf} also die von links
einfliefende Stoffmenge im Zeitmittel gleich der
rechts ausflieBenden Stoffmenge ist. Ist M) die in
einer vollen Periode der Pumpe links einfliefende
Stoffmenge, so ist

2a M= [ Ky_1(1) sinede+ [ K1 (0) sinzde,
0 @ (41)

wobei K;_{(1) die Konzentration am Ende des
(k—1)-ten und K;(0) die am Anfang des k-ten
Rohres ist.

Die 3. Ndherung fiir M; wird erhalten, wenn
rechts in (41) fir K die 2. Ndherung

Ky =Ci—a(vi+ck) (42)

eingesetzt wird. Das Glied Cj gibt keinen Beitrag
zu M. Man erhalt also in dritter Ndherung
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Ed

My= —a [ [v_1(1) +cx_]sine de
0

—a 71[11;c (0) +cx] sintde. (43)

Die Bedingung (38) besagt nun einfach

My=My.., (44)

wie man ohne weiteres direkt verifiziert.

Nun ist aber die in ,,Rohr Nr. 0“ links einflie-
Bende Stoffmenge in allen Naherungen Null, also
M,=0.

Aus (44) folgt daher M; =0 fir alle k, oder
nach (43)

f [vi-1(1) +¢j_1] sint de
0 >

+ fh[vk(O) +c] sintde=0.

In diese Gleichung hat man nach (19)

vp=W cost—Wysint (k=1,2,...,n)

sowie vg=1v,,1=0 einzusetzen. Man erhalt, wenn
a/4-Wy(0) =U gesetzt wird,

Cyp—Cq = U,

cr—cra1=2U (0<k<n), (45)

Cp—Cpi1= U.

Die Summe aller ¢; mufl Null sein. Die Losung
lautet also

g =nlU,
g =(n-2k+1)U (0<k<n+1), (46)
cnr1=—nU.

Die Differenz ¢y —c,, .1 ist 2n U. Was man schliel3-
lich miBt, ist die Differenz der Konzentrationen

K, .1 und K;. Nach (42) wird diese Differenz
Kyi1—Ky=(Cp1—Co) —alcp.1—cy)

=n(l+p), (47)

wobei p durch

p=2alU (48)
gegeben ist. Der gemessene Effekt wird also durch
die hin- und hergepumpten Gasmassen um einen
Faktor 1+ p vergrofert.
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Numerische Auswertung des Effektes
Geht man von den dimensionslosen GroBen zu-
rick auf die urspriinglichen, so wird

2a 2a 5
p="7U=22W,(0). (49)

Dabei ist W5(0) nach (17) der Imaginirteil von

_ _sinhy(1—25)
(@ (1—25) sinhy " (0]

Beim Ziircher Apparat ist 1 —2s=1%, also kann
man statt (46) schreiben

W(0) = —35mhdy __zedy)—exn(=17) (57
sinh ¥ exp (y) —exp(—y)

Nach (16) ist

y=(2D*)""(1+i) =3r(1+i) (52)
. o 1 *) —1s 1 12:1 Vz_ 1 tD yz
mit r= 5 (2 D%) =3 (—20) —vg(ng) . (53)

Setzt man (52) in (51) ein, so erhilt man

W(0)=—3— exp(r+ri) _exP(—r_”.),i,
exp(3r+3ri)—exp(—3r—3ri)’

(54)
Die r-Werte, die in Betracht kommen, liegen nach
(53) zwischen

Y (n IGSOB)V —0,51 bei tp=60 sec,

6
und r= (15 (71: %80(1)1/2=1,25 bei tp =10 sec.

Die folgende Tabelle gibt die Werte von
U=a/4-W,(0)
in diesem Bereich:

r =04 05 06 07 08 09 10 11 1,2 13
U = 0,31 042 0,50 0,52 0,48 041 0,32 0,24 0,16 0,10

Das Maximum von U ist 0,52. Nimmt man
2a/V =0,06 an, so sieht man, da p bis 0,031
ansteigen kann. Fiir kleine r ist U proportional r2,
also umgekehrt proportional zu tp. Fir grofle r
geht U exponentiell gegen Null.

In den hoheren Niaherungen kommt immer ein
Faktor @/l =0,03 hinzu. Eine grobe Uberschlags-
rechnung zeigt, daf} die hoheren Naherungen nicht
mehr als 0,1% ausmachen. Wie man sie schrittweise
berechnen kann, ist nach dem Vorhergehenden klar.
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